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@ Typ danych

Typ danych

Okreslony zbiér wartosci wraz z okreslonymi operacjami, ktére mozna wykonywa¢
na tych wartosciach.

Proste przyktady:

» Przedziat liczb catkowitych wraz z operacjami dodawania, odejmowania, mno-
zenia i dzielenia (catkowitoliczbowego).

» Przedziat liczb rzeczywistych wraz z operacjami dodawania, odejmowania,
mnozenia i dzielenia. Problem zaokraglania.

» Przedziat liczb naturalnych z operacjami dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia (catkowitoliczbowego) w systemie z reszta.




Abstrakcyjny typ danych

Abstrakcyjny typ danych (ADT)

Opis typu danych uwzgledniajacy wtasnosci wartosci i wykonywanych na nich ope-
racji bez uwzglednienia (okreslenia) szczegdtéw reprezentacji danych i implemen-
tacji operacji.

» ADT opisuje wymagane wfasnosci operacji, ale nie sposéb ich zapewniania
(definiuje interfejs typu danych).

> ADT opisuje logiczny aspekt danych.
> ADT powinien doktadnie opisywac wszystkie istotne przypadki.

» Przyktadem ADT jest lista.




Struktura danych

Struktura danych (SD)

Opis (format) danych, okreslajacy sposéb ich reprezentacji, przechowywania i za-
rzadzania nimi.

» SD stanowi konkretna relizacje pewnego ADT (definiuje implementacje typu
danych).

» SD opisuje fizyczny aspekt danych, zalezny od konkretnej platformy (opro-
gramowania i sprzetu).

» Przyktadami SD implementujacymi liste (ADT) sa tablica dynamiczna i lista
wigzana.

» SD zasadniczo dotycza danych przechowwanych w pamieci operacyjnej (RAM).




Struktura danych a ADT

» Czy strukura zbioréw roztacznych jest struktura danych czy ADT?
» Podziat na struktury danych i ADT moze by¢ ptynny.
> Lista lub stownik opisuja tylko operacje i podstawowe wiasnosci, s wiec ADT.

> Lista wigzana i tablica dynamiczna opisuja konkretng implementacje i struktu-
re w pamieci wykorzystujac cechy jezyka programowania, s3 wiec strukturami
danych.

» Niektére typy (np. kopiec, drzewo, graf, binarne drzewo poszukiwan) moga by¢
traktowane zaréwno jako ADT jak i strukura danych, zaleznie od kontekstu.

> Istotne jest co z przyjecia danego ADT/SD wynika oraz ktére ADT /SD moze
by¢ uzyte do (wydajnej) implementacji ktérych ADT/SD.




@ Typowe operacje na ADT/SD

> Stwierdzenie czy kolekcja jest pusta.
» Zwrécenie liczby elementéw w kolekgji.
» Wyszukanie elementu:

» po pozycji,

» po kluczu,

» po wartosci.
» Dodanie elementu (tez wg pozycji).
» Usuniecie elementu (wg pozycji, klucza, wartosci).

» Przejrzenie (przejscie) przez kolekgcje.




@ Typy danych — przyktady (1)

>
>
>

vVvyyvyy

Proste typy danych z jezykdéw programowania, niskopoziomowo zawsze s3
reprezentowane za pomoca bitéw.

> Typy statoprzecinkowe.

Typy liczbowe, z reguty catkowitoliczbowe.
Ze znakiem lub bez.

Reprezentacja w naturalnym kodzie binarnym lub kodzie uzupetnienio-
wym do 2.

Wzglednie wysoka precyzja i doktadno$¢ wyniku.
Wzglednie niski zakres wartosci, problem nadmiaru.
Dzielenie ,,catkowitoliczbowe™ .

Typy z C/C++: int, long int, unsigned int, short int, czasami tez
char i boolean.



@ Typy danych — przyktady (2)

» Typy zmiennoprzecinkowe.
» Typy liczbowe, odzwierciedlenie liczb rzeczywistych.
» Ze znakiem.

» Reprezentacja z uzyciem 3 liczb binarnych: znaku, utamka z zakresu [0, 1)
i przesunietego wyktadnika.

» Duzy zakres warto$ci, dostateczna precyzja.
» Dzielenie ,rzeczywistoliczbowe” .

» Ograniczona dokfadnos¢ (btad reprezentacji, zaokraglenia), nadmiar, nie-
domiar, NaN, wyjatki, brak tacznosci.

» Typy z C/C++: float, double.




@ Typy danych — przyktady (3)

» Big numbers.

> python domyslnie wspiera dowolnie duze liczby catkowite (np. zapis liczb
w systemie o podstawie 239 przy uzyciu tablicy).

> Biblioteka BigNumbers pythona zapewnia dowolnie duze liczby dowolnej
precyzji.

» Typ znakowy (char w C/C++).
» tancuchy znakéw (string).
P Realizowane jako tablica.

» Ograniczony rozmiar (przechowywany w zerowym elemencie tablicy), sto-
sowane w Pascalu.

» Null-terminated string (ASCIIZ, C string). Dowolna dtugos$é, tancuch
konczy pierwszy znak null. Powolne liczenie dtugosci.




@ Typy danych — przyktady (4)
» Typ tablicowy (tablice statyczne).

» Typ ztozony, przechowuje wiele elementéw (zwykle identycznego typu)
zajmujacych ciggty obszar pamieci.

» Dostep przez indeks (arytmetyka wskaznikéw).

» Ustalony rozmiar.
» Typ strukturalny.

» Typ ztozony, przechowuje wiele elementéw (zajmujac ciagty obszar pa-
mieci), elementy moga by¢ réznego typu.

» Dostep poprzez nazwe elementu.

» Typy zawarte w strukturze czesto s3 niezmienne (w przeciwienstwie do
wartosci).

» Definiowany przez uzytkownika.




@ Typy danych — przyktady (5)

> Typ obiektowy.

» Typ ztozony rozszerzajacy typ strukturalny o definicje dozwolonych ope-
racji.
» Definiowany przez uzytkownika.

» Enkapsuluje wiasny kompletny typ danych (zbiér wartosci powiazany
z operacjami).

» Jeden z paradygmatéw programowania obiektowego w wielu jezykach
(C++, python, Java, Javascript, C# itd.).

» Stanowi podstawe do tworzenia ADT i SD niewspieranych natywnie przez
jezyk.




ADT - przyktady (1)

» Kolekcja (collection) i kontener (container) — ogdlna grupa elementéw ze spo-
sobem przechowywania i dostepu.

» Lista (list) — zachowuje kolejnos$¢ elementéw (kolekcja liniowa). Elementy mo-
ga sie powtarza¢. Dowolne wstawianie i usuwanie elementéw.

> Zbiér (set) — brak kolejnosci, elementy nie moga sie powtarzaé. Operacje
z teorii zbioréw.

» Multizbiér (multiset) — odpowiednik zbioru, w ktérym elementy moga sie po-
wtarzac.




ADT - przyktady (2)

> Kolejka (queue) — zachowuje kolejnos¢, operacje mozliwe tylko na koncach
kolejki.

>

Kolejka First In-First Out (FIFO) — dodawanie na jednym koncu, usuwa-
nie z drugiego konca.

Kolejka Last In-First Out (LIFO), stos — dodawanie i usuwanie elementéw
na tym samym koncu.

Kolejka dwustronna (double-ended queue, deque) — dodawanie i usuwanie
na obu koncach.

Kolejka priorytetowa — kolejnos¢ definiowana przez priorytet elementu
(elementy o wyzszym priorytecie s3 usuwane pierwsze).



ADT - przyktady (3)

» Mapa (map), tablica asocjacyjna (associative table) lub stownik (dictionary)
— przechowuje elementy w postaci pary klucz-wartos¢. Klucze nie moga sie
powtarza¢ (klucz ma co najwyzej jedna wartos¢).

» Multimapa, multistownik — odpowiednik mapy, w ktérym klucze moga sie
powtarza¢ (klucz moze mieé wiele wartosci).

» Drzewo (tree) — kazdy element ma jeden element rodzica (z wyjatkiem tzw.
korzenia), kazdy element moze mie¢ potomkéw (dowolng liczbe).

» Graf (graph) — dowolne pofaczenia pomiedzy elementami, z lub bez okreslania
kierunkéw.




Struktury danych — przyktady

» Tablica dynamiczna — tablica o zmiennej liczbie elementéw zajmujacych ciggty
obszar w pamieci. Czesto stosowana do implementacji wielu ADT (lista, stos,
kolejka, drzewo binarne). Dostep indeksowy (swobodny).

> Lista wigzana — elementy nie muszg zajmowac ciagtego obszaru pamieci. Na-
rzut pamieci. Dostep sekwencyjny. Uzywana do implementacji ADT takich jak
lista, stos czy kolejka.

» Tablica mieszajaca (hash table) — korzysta z funkcji mieszajacych. Uzywana
do implementacji stownika.

» Binarne drzewa poszukiwan, drzewa czerwono-czarne, drzewa AVL — uzywane
do implementacji stownikéw.

» Macierz sasiedztwa, lista sasiedztwa, lista krawedzi — struktury danych uzy-
wane do reprezentacji grafow.




Ztozonos$¢ obliczeniowa (1)

Ztozonos¢ obliczeniowa
llo$¢ zasobdéw potrzebnych algorytmowi do poprawnej pracy.

> Ztozonos¢ obliczeniowa okresla sie dla konkretnego problemu oraz konkretne-
go algorytmu, programu lub operacji.

» Najczesciej ineresuje nas pojedyncza operacja ADT /struktury danych, ale
mozliwe jest rozwazanie ciggu wielu operacji.

» Zwykle rozwaza sie albo konkretny rozmiar problemu (np. konkretny rozmiar
listy, drzewa itd.), albo okresla sie ztozonos¢ jako funkcje, ktérej argumentem
jest rozmiar problemu.

> lle trwa wyszukanie elementu w liscie N elementéw?




Ztozonos$¢ obliczeniowa (2)

Zasoby rozpatrywane w ztozonosci obliczeniowej:
> Ztozono$¢ czasowa.
> Ztozono$¢ pamieciowa.
» Ztozono$¢ komunikacji.

» Ztozono$¢ ,réwnolegta” (liczba procesoréw).




/tozonos$¢ czasowa

Ztozono$¢ (obliczeniowa) czasowa

Czas potrzebny do zakonczenia algorytmu.

» (Czesto szacowana liczbg elementarnych operacji.

» W praktyce wystepuja nie tylko operacje elementarne.

» Roézne operacje zajmuja rézny czas na réznych maszynach.

» W praktyce ilo$¢ czas rzeczywistego (wall time) potrzebnego do zakonczenia

algorytmu.

» Takze CPU time, problem pamieci podrecznej, narzut systemu operacyj-
nego itd.

» W niektérych sytuacjach — liczba operacji odczytu /zapisu pamieci operacyjnej.




Ztozono$¢ pamieciowa (1)

Ztozono$¢ (obliczeniowa) pamieciowa
llos¢ pamieci (liczba komérek, bajtéw itp.) potrzebnych do zakonczenia algorytmu. J

» Pamie¢ wejscia — pamieé potrzebna do zapisania danych wejsciowych.

» Pamie¢ pomocnicza (dodatkowa) — pamieé potrzebna do zakonczenia algo-
rytmu z pominieciem pamieci wejscia.

» W praktyce czesto podaje sie jedynie pamie¢ pomocnicza.




Ztozono$¢ pamieciowa (2)

Algorytm dziatajacy w miejscu (in-place)

Algorytm ktéry nie potrzebuje pamieci pomocniczej proporcjonalnej do wielkosci
danych wejsciowych.

Pojecie niesciste, rézne definicje praktyczne:
> Algorytm ktérego pamie¢ pomocnicza ma rozmiar co najwyzej staty (tj. O(1)).

» Algorytm ktérego pamie¢ pomocnicza ma rozmiar co najwyzej logarytmiczny

(tj. O(log N)).

» Czasami dopuszcza sie dodatkowa pamie¢ O(N), o ile nie stuzy do przetwa-
rzania wejscia.




Scenariusze ztozonosci (1)

Algorytmy maja rézna ztozono$¢ dla réznych danych wejsciowych. Dla
uproszczenia analizy, czesto zakfada sie konkretne scenariusze (przypadki).

» Przypadek pesymistyczny (worst-case) — dane dla ktérych rozpatrywana zto-
zonos¢ jest najwieksza.

» Bardzo czesto wykorzystywany.
» Gwarancja ztozonosci.
» Ograniczona uzyteczno$¢ (ekstremalne przypadki sa zwykle rzadkie).

> Jedli nie mozna ustali¢, to mozna zastapi¢ gérnym ograniczeniem.



Scenariusze ztozonosci (2)

» Przypadek $redni/typowy (average-case) — przypdek ktory jest wartoscig ocze-
kiwana dla catego rozktadu prawdopodobienstwa mozliwych danych wejscio-
wych.

» Dos¢ czesto wykorzystywany i uzyteczny.

» Czesto liczba zestawdw danych wejsciowych jest nieograniczona (nieskon-
czona) — jak wyznaczy¢?

» Przypadek optymistyczny (best-case) — dane dla ktérych rozpatrywana ztozo-
no$¢ jest najmniejsza.

» Prawie nieuzywny (niewielka uzytecznos¢).

» Jesli nie mozna ustali¢, to mozna zastapi¢ dolnym ograniczeniem.

» Inne — np. 95-ty percentyl.




Asympotyczne tempo wzrostu

» Konieczno$¢ poréwnywania ztozonosci algorytméw dla réznego rozmiaru da-
nych wejsciowych.

» Czesto trudno jest ustali¢ doktadng ztozonos¢ (np. 15n% + 123n — 64).
» Dla duzych n wspétczynniki (15, 123 i 64 powyzej) czesto nieistotne.

» Dla duzych n mniejsze miany (123n lub 64) czesto nieistotne przy wiekszych
(15n2).

Powyzsze doprowadzito do poje¢ asymptotycznego tempa wzrostu i rzedu funkgcji
ztozonosci obliczeniowej. Asymptotyczno$¢ oznacza, ze rozpatruje sie jak funkcja
zachowuje sie gdy n — oo.




Notacja duzego O (1)
Notacja duzego O

Dane s3 funkcje f(x) oraz g(x). Méwimy, ze f jest rzedu co najwyzej g, co zapi-
sujemy f € O(g), wtedy i tylko wtedy gdy:

EICGR\{O} TxoeR  xsxg f(X) <c- g(x). (]_)

» Czyli mozemy znalez¢ taki (wspdlny) ogon obu funkcji (od xp ,w prawo”)
i taka skale funkcji g, ze w tym ogonie zawsze f(x) jest nie wigksza niz
przeskalowane g(x).

» Réwnowaznie mozna w definicji zapisa¢ ¢ - f(x) < g(x). Skala po prostu sie

odwraca (np. z % na 2).

» Czesto zamiast f € O(g) zapisuje sie f = O(g), ale jest to mylace i nie ma
nic wspdlnego z matematyczna réwnoscia! Z faktu ze f € O(g) niekoniecznie
wynika ze g € O(f)!




Notacja duzego O (2)

» 100n? € O(n?) — wspétczynnik bez znaczenia.

» n% 4 nd +n—5¢c O(n®) — mniejsze miany nie maja znaczenia.
» n? € O(n3) — kwadrat jest co najwyzej szeécianem.

» n? € O(2") — pomimo, ze na odcinku (2, 4) to n? jest wieksze.

> n3 ¢ O(n?) - jakikolwiek ogon i skale dobierzemy, szescian w kohcu przegoni
kwadrat.




Istotne rzedy ztozonosci (1)

Niektdrze rzedy ztozonosci obliczeniowej (w kolejnosci rosnacej):

» O(1) — ztozono$¢ stata (tj. ograniczona z gory przez stata).

» O(log n) — ztozonos¢ logarytmiczna, dla duzego n traktowana jak O(1).
» O(n) - liniowa.
>

O(n?) — kwadratowa. Dla niektérych probleméw uznawana za szybka, dla
niektérych (np. sortowanie) za powolna.

> O(n3) - szescian.
» O(2") — wyktadnicza, zwykle nieakceptowalnie powolna.

» O(n!) - silnia.




Istotne rzedy ztozonosci (2)

Operations

Big-O Complexity Chart
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Source: [1]



Duze O — niuanse i praktyka (1)

» Fakt, ze duze O oznacza ,co najwyzej” (ograniczenie z géry), nie znaczy, ze
stuzy tylko i wytacznie do opisu najgorszego przypadku!

» Zadanie: w grupie n studentéw znalez¢ jednego nieobecnego.

» Optymistycznie potrzeba 1 sprawdzenia, srednio 1J2F”, pesymistycznie n.

» Kazdy z tych scenariuszy mozna ograniczy¢ od géry, odpowiednio O(1),

O(n) oraz O(n).

» Kazdy mozna tez ograniczy¢ poprzez np. O(n?), ale zwykle interesuje
nas mozliwie doktadne ograniczenie.




Duze O — niuanse i praktyka (2)
» (Czasami dla rzeczywistych rozmiaréw danych algorytm o ztozonosci wyzszego
rzedu jest praktyczniejszy. Przyktadowo:

» Ztozonoéé 2" kontra 1000000n2.

» Ztozonosé 2" kontra n'0.

» Arytmetyka duzego O (przyktady):
» O(n) + O(n?) = O(n + n?) = O(n?).
> 10n% — O(n) + 15 = O(n?) — O(n) + O(1) = O(n®> — n+ 1) = O(n?)
» 10n% — O(n) + 15 = O(10n? — n + 15) = O(n?).
» 15n- O(n3) = O(15n*) = O(n*).
» O(log n) - O(n?) = O(n?log n).
> (3n+1)%2 =9n? + O(n).




Inne notacje

Wszystkie notacje zaktadaja, ze rozwazamy odpowiedni ogon funkgji
i odpowiednie skale.

> f € O(g), duze O — f jest co najwyzej rzedu g.
> f € Q(g), duze omega — f jest co najmniej rzedu g.

> f € O(g), teta — f jest rzedu (doktadnie) g. Implikuje f € O(g) oraz
feQg).

» f € o(g), mate o — f jest rzedu nizszego niz g. Implikuje f € O(g).

> f € w(g), mate omega — f jest rzedu wyzszego niz g. Implikuje f € Q(g).
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Koszt zamortyzowany

>

Rézne definicje. Najczesciej wychodzi sie od pesymistycznego sumarycznego
kosztu ciagu k operacji (tych samych lub réznych).

Z otrzymanej sumy wyciggamy $rednia.

Poniewaz zaktadamy pesymizm kazdej operacji, to wynik nie jest tym samym
co analiza $redniego przypadku (nie opiera sie na probabilistyce).

Koszt zamortyzowany pojedynczej operacji w ciagu moze by¢ rézny (mniejszy)
niz koszt tej samej operacji w tym samym ciagu obliczony z uzyciem analizy
najgorszego przypadku!



@ Koszt zamortyzowany — przyktad

przegladnaé (n + 1 czynnosci).

» Klasyczna analiza najgorszego przypadku:

» Koszt zamortyzowany:

n-1 razy

T
1+1+...+1+n+1_0(2n>
n

» Mamy zaktad z n maszynami. Uruchamiane s3 razem jednym przyciskiem
(jedna czynno$¢), ale raz na n uruchomien trzeba je najpierw pojedynczo

» Pesymistyczny czas pojedynczej operacji uruchomienia wynosi wiec O(n).
» Rozpatrzmy koszt pojedynczej operacji w ciggu n kolejnych uruchomien:
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