5

e Struktury danych

University
of Science
and Technology

Wyktad 6
Kopiec Fibonacciego, struktura zbioréw roztacznych

dr inz. Jarostaw Rudy

hr

HR EXCELLENCE IN RESEARCH




@ Koszt amortyzowany — metoda ksiegowania (1)

» Jedna z alternatywnych metod analizy kosztu amortyzowanego jest metoda
ksiegowania.

» Koszt zamortyzowany operacji oprécz kosztu rzeczywistego uwzglednia (nie-
ujemny) ,kredyt”.

P Jedli operacja ma koszt zamortyzowany wiekszy niz rzeczywisty, to zwieksza
kredyt.

» Operacja moze mie¢ koszt zamortyzowany mniejszy niz rzeczywisty, o ile
w momencie jej wykonywania mamy wystarczajacy kredyt.

» Poniewaz kredyt jest nieujemny, obliczony w ten sposéb koszt zamortyzowany
ogranicza od géry koszt rzeczywisty.




@ Koszt amortyzowany — metoda ksiegowania (2)

Przyktad dodawania elementu na koniec tablicy dynamicznej:
» Kazda operacja dodawania daje 1 kredyt.
» Rozwazmy ciag k + 1 operacji:

» Pierwsze k operacji nie wymaga rozszerzenia tablicy. Kazda ma koszt
rzeczywisty 1 i zamortyzowany 2, tacznie gromadzac kredyt wysokosci k.
» Ostatnia operacja musi rozszerzy¢ tablice, wiec jej rzeczywisty koszt to
k 4+ 1 (czyli O(k)).
» Jak kazde dodawanie, operacja przydziela 1 kredyt... ale mozemy
wykorzysta¢ zgromadzone k kredytu.

» Ostatecznie koszt zamortyzowany to 1 +1+ k — k =2 € O(1).

» Kazda operacja w ciggu ma wiec koszt zamortyzowany réwny O(1)!




@ Koszt amortyzowany — metoda potencjatu (1)
» Strukturze danych przypisujemy potencjat.
» Potencjat jest funkcja od stanu struktury.

» Potencjat moga posiadac fragmenty struktury, potencjat catosci jest wte-
dy suma potencjatéw czesci.

» Koszt zamortyzowany operacji i oblicza sie jako koszt rzeczywisty plus réznica
potencjatéw (potencjat po operacji i i po operacji i1):

kamortized = kreal + CD,- o ¢i—1- (1)




@ Koszt amortyzowany — metoda potencjatu (2)

Przyktad dodawania elementu na koniec tablicy dynamiczne;j:

» Zdefiniujmy potencjat tablicy jako size—capacity. W tym przypadku potencjat
moze by¢ ujemny, ale niczemu to nie przeszkadza.

» Rozwazmy cigg k + 1 operacji:

» Kazda z pierwszych k operacji ma koszt rzeczywisty réwny 1, a potencjat
wzrasta o 1.

» Koszt zamortyzowany wynosi wiec 2.
» Ostatnia operacja ma koszt rzeczywisty k+1, ale potencjat spada o k—1.
» Koszt zamortyzowany wynosi wiec 2.

» Kazda operacja w ciggu ma wiec koszt zamortyzowany réwny O(1)!




@ Koszt amortyzowany — metoda potencjatu (3)

i capacity | size | ®; | &; —®; 4 kreal Kamortized
init 4 0 | —4 n/d n/d n/d
1 4 1| -3 1 1 2
2 4 2 —2 1 1 2
3 4 3 -1 1 1 2
4 4 4 |0 1 1 2
5 8 5 -3 -3 4+1=5 2
6 8 6 =2 1 1 2
7 8 7 -1 1 1 2
8 8 8 0 1 1 2
9 16 9 | -7 —7 8+1=9 2




@ Kopiec Fibonacciego (1)

» Kopiec binarny pozwala na wydajna realizacje kolejki priorytetowe;.

» Najwazniejsze operacje (insert, find-min, extract-min, decrease-key) maja zto-
zonos¢ O(log n).

» Jednak tylko operacja find-min ma czas O(1).
> Lepsza ztozono$¢ teoretyczna oferuje kopiec Fibonacciego.

» Dalej opisujemy kopce typu min.




@ Kopiec Fibonacciego (2)

» Kopiec Fibonacciego ma forme lasu ztozonego z kopcow.
P> Ksztatt kopcdéw jest mniej rygorystyczny.

» Wieksza elastycznos$¢ pozwala na zostawienie niektérych czynnosci na pozniej
(tzw. lazy approach).

» W pewnym momencie potrzeba jednak narzuci¢ wiekszy porzadek (kosztem
dodatkowego czasu operacji).




@ Kopiec Fibonacciego (3)

» Stopien (liczba dzieci) kazdego wezta wynosi co najwyzej log n.

» Dla wezta o stopniu k rozmiar podrzewa zakorzenionego w nim wynosi co
najmniej Fyx o (k + 2-ta liczba Fibonacciego).

» Dla nie-korzenia x mozemy odcia¢ tylko jednego syna. Gdy odcinamy kolej-
nego, x samo jest odcinane i staje sie osobnym drzewem.

> Zwieksza to liczbe drzew, ale drzewa mozna taczyé podczas innej operacji.
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Kopiec Fibonacciego (4)
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Do analizy ztozonosci kopca Fibonacciego stosowana jest metoda potencjatu.

Wezet x jest znaczony (marked), jesli co najmniej 1 jego syn zostat odciety
od czasu gdy x zostat czyim$ synem.

P> Korzenie nigdy nie s3 znaczone.
Potencjat kopca Fibonacciego to liczba kopcéw plus dwukrotnosé liczby zna-

czonych weztéw:
®=t+2m (2)

Czas zamortyzowany to czas rzeczywisty plus réznica potencjatéow razy pewna
dobrana warto$¢ C.



@ Kopiec Fibonacciego (5)

Dodatkowe zatozenia dotyczace realizacji struktury:
» Korzenie (las) potaczone s3 cykliczng lista dwukierunkowsa.
» Rodzenstwo réwniez potaczone jest taka lista.
» Wezet przechowuje stopien (liczbe dzieci) i to czy jest znaczony.

» Przechowujemy wskaznik na najmniejszy korzen.




@ Kopiec Fibonacciego (6)

Przyktad kopca Fibonacciego:

minimum




@ Kopiec Fibonacciego (7)
Implementacja operacji:
» find-min() — zwracamy pamietany wskaznik na minimum.
» Nie zmienia potencjatu, czas zamortyzowany O(1).
» merge() — operacja, ktérag mozna zdefiniowac dla wielu ADT /struktur danych

» taczy dwie struktury (zwykle tego samego typu) w jedna.

» Potaczenie dwdch kopcédw Fibonacciego sprowadza sie do potaczenia
dwdch list cyklicznych z korzeniami i wybrania nowego minimum z dwéch

wartosci.

» Nie zmienia potencjatu, czas zamortyzowany O(1).




@ Kopiec Fibonacciego (8)

» insert() — dodaje nowy 1l-elementowy kopiec (sam korzen), konieczno$¢ wy-
boru nowego elementu minimalnego z dwéch mozliwych.

> Alternatywnie: tworzymy nowe drzewo i wykonujemy merge() z oryginal-
nym drzewem.

» Czas rzeczywisty O(1).
» Potencjat zwigksza si¢ o 1 (1 nowe drzewo bez weztéw znaczonych).

» Czas zamortyzowany O(1).




@ Kopiec Fibonacciego (9)

extract-min() skfada sie z kilku faz:
» Faza pierwsza:

» Usuwamy minimalny wezet (do ktérego mamy wskaznik).

» Dzieci usunietego wezta (ktéry byt korzeniem) staja sie osobnymi drze-
wami.

> Jesli dzieci byto k, to potencjat wzrasta o k — 1 (1 korzen znika, k sie
pojawia).

» Czas to O(k) € O(logn).




@ Kopiec Fibonacciego (10)
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@ Kopiec Fibonacciego (11)

» Faza druga:

» Redukgja liczby korzeni — korzenie o tym samym stopniu s3 taczone (to
nie jest operacja merge!)

» Jedno z taczonych drzew staje sie synem drugiego (zgodnie z wtasnoscia
kopca).

» Powtarzane dopdki pozostate korzenie maja rézne stopnie (bedzie ich
wiec O(log n).

» Przechowujemy tablice rozmiaru O(log n) przechowujaca w indeksie i
wskaznik do korzenia o stopniu i, co pozwala na szybkie lokalizowanie
i faczenie kopcow.




@ Kopiec Fibonacciego (12)

» Czas rzeczywisty: O(log n + m), gdzie m to liczba kopcéw (korzeni) na
poczatku fazy.

» Zmiana potencjatu: O(log n) — m.
» Czas zamortyzowany: O(log n + m) + C(O(log n) — m).
» Przy odpowiednio duzym C wynik upraszcza sie do O(log n).

» Faza trzecia — sprawdzamy wynikte O(log n) korzeni, by znalez¢ nowe mini-
mum.

» Czas O(log n), brak zmian potencjatu, wiec koszt zamortyzowany réwniez
O(log n).

Cata operacja extract-min ma wiec zamortyzowany koszt O(log n).




@ Kopiec Fibonacciego (13)

Potaczenie drzew (6) i (3), a nastepnie drzew (3,6) i (2,5).

minimum = ?22? m|n|mum

e
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Kopiec Fibonacciego (13)

Operacja decrease-key():

>

>

>

Znajdujemy wezet (z odpowiednim stownikiem trwa to O(log n)).
Zmniejszamy klucz wezta.

Jesli ztamana jest zasada kopca, to odcinamy wezet od rodzica i oznaczamy
rodzica (chyba, ze jest korzeniem).

Jedli rodzic byt juz oznaczony, to tez go obcinamy i oznaczamy jego rodzica.

Gdy proces sie skonczy (dotarliémy do nieoznaczonego wezta), to okreslamy
nowe minimum z dwéch wartosci (zmniejszony klucz i nowe minimum).



@ Kopiec Fibonacciego (13)

» Zatbézmy, ze proces utworzyt k nowych drzew (korzeni).

» WSsrdd nich co najmniej k — 1 byto oznaczonych (odciety jako pierwszy w pro-
cesie mégt nie by¢).

» Poniewaz stajg sie korzeniami, przestaja by¢ oznaczone.
P Jeden wezet mogt zosta¢ oznaczony.
» Dochodzi k drzew oraz —k + 2 oznaczonych weztéw.

» Potencjat zmienia si¢ wiec 0 k +2(—k +2) = —k + 4.




@ Kopiec Fibonacciego (14)
» Czas rzeczywisty: O(k).
» Czas zamortyzowany: O(k) + C(—k + 4).
» Dla odpowiedniego C otrzymujemy O(1).
Operacja delete():
» Za pomoca decrease-key() ustawiamy warto$¢ usuwanego wezta na —oo.
» Za pomoca extract-min() usuwamy wezet, ktéry teraz stat sie minimum.

» Czas O(1) + O(log n) € O(log n).




@ Kopiec Fibonacciego (15)

> Kopiec Fibonacciego poprawia teoretyczng ztozonos$¢ niektérych algorytmoéw
grafowych np. algorytmu Dijkstry i algorytmu Prima.

» Dobra teoretyczna ztozono$¢ okupiona jest jednak skomplikowang implemen-
tacj i mniejsza skuteczno$éia praktyczna (zwtaszcza w niektérych sytuacjach).

> Niektére pojedyncze operacje na kopcu wykonuja sie dtugo, zas wyzsza
stata zmniejsza korzy$¢ wzgledem O(log n).

> Wskazéwki praktyczne:
» Gdy nie potrzeba operacji decrease-key(): stosujemy kopce binarne.
» Gdy potrzeba decrease-key(): stosujemy kopce parujace (pairing heaps).

» Asymptotycznie gorsze od kopca Fibonacciego, ale bardzo dobre
w praktyce i prostsze w implementacji.




Kopiec Fibonacciego (16)

®

Podsumowanie ztozonosci niektérych odmian kopcéw:

Kopiec | insert() | extract-min | find-min() | decrease-key() | merge()
Binarny O(logn) | ©(logn) O(1) O(log n) O(n)
Dwumianowy | ©(1)? O(log n) o(1) O(log n) O(log n)
Parujacy O(1) O(log n)? O(1) o(log n)? (1)

Fibonacciego | ©(1) O(log n)? o(1) O(1)? o(1)

@ — czas zamortyzowany




Struktura zbioréw roztacznych (1)

» Disjoint-set data structure — przechowuje elementy pogrupowane w zbiory tak,
ze kazdy element nalezy do doktadnie jednego zbioru.

» 7 matematycznego punktu widzenia przechowuje pewne rozbicie zbioru.
» Kazdy zbiér ma reprezentanta.

» Stosowana miedzy innymi w algorytmie Kruskala.
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Struktura zbioréw roztacznych (2)

» Operacje:
» insert() — dodanie nowego elementu.
» Powstaje nowy zbidr 1-elementowy.

» union() — faczenie dwéch zbioréw w jeden.

» find() — znalezienie reprezenta zbioru.

» Jesli dwa elementy maja tego samego reprezentanta, to nalezg do
tego samego zbioru.




Struktura zbioréw roztacznych (3)

Implementacja naiwna z uzyciem samych list:
> insert(x) — czas O(1).
» union(x,y) — O(min{|X],|Y|}) € O(n).
» find(x) — czas O(|X]) € O(n).

> X i Y to zbiory do ktérych nalezg odpowiednio x i y.




Struktura zbioréw roztacznych (4)

W praktyce uzywamy implementacji lasu zbioréw roztacznych (disjoint-set forest):

vy v v v

v

Kazdy zbiér reprezentowany jest przez osobne drzewo.
Kazdy wezet pamieta rodzica (plus stopien wezta/rozmiar poddrzewa).
Korzen drzewa jest reprezentantem zbioru.

Niektére operacje moga by¢ dtugie, ale przeksztatcaja strukture na korzysé
przysztych operacji, dbajac by drzewa miaty mata wysokosé.

Czas zamortyzowany jest bardzo dobry.

Implementacja jest zaréwno szybka praktycznie jak i optymalna asymptotycz-
nie (gorsza najwyzej o stata od najlepszej mozliwej).



Struktura zbioréw roztacznych (5)

Implementacja insert(x):
> Stworzenie elementu x.
> x.parent < Xx.
» x.rank — 0 (lub x.size — 1).
» Dodanie x do listy drzew (zbioréw).

> Czas O(1).




Struktura zbioréw roztacznych (6)

Implementacja find(x):

» W teorii wystarczy jedynie podazac (iteracyjnie lub rekurencyjnie) za rodzi-
cem, do korzenia i go zwrécic.

» Drzewa moga jednak zrobi¢ sie duze, wiec find() wykorzystuje ta okazje by
zmniejszy¢ ich wysokos¢.

> Efekt uzyskuje sie przez zmiane wskaznikéw, by zmniejszy¢ czas dotarcia do
korzenia w kolejnych wywotaniach find() dla tego samego zbioru.




Struktura zbioréw roztacznych (7)

Algorytm kompresji Sciezek (path compression):
» Dla kazdego wezta na drodze od x do korzenia root wykonujemy:

> x.parent < root

» Przypisanie wymaga znajomosci korzenia, wiec trzeba wykonaé 2 przejscia
przez Sciezke.

» Podejscie rekurencyjne — wymaga dodatkowej pamieci (zapis Sciezki na
stosie).

» Podejscie iteracyjne — dwie petle, pierwsza znajduje korzen, druga prze-
chodz ponownie Sciezke i zapisuje go. Wymaga statej pamieci.




Struktura zbioréw roztacznych (8)
Algorytm dzielenia $ciezek (path spliting):

» Dla kazdego wezta na drodze od x do korzenia wykonujemy:
» (x,x.parent) < (x.parent, x.parent.parent)

> Wezet zamiast ojca wskazywad bedzie od teraz na dziadka — za kazdym wy-
konaniem find() beda wskazywaé blizej korzenia.

» Pesymistycznie tak samo jak dla kompresji Sciezek, ale lepszy w praktyce.
Algorytm potowicznej Sciezki (path halving):
> Identycznie, ale zmiana jest co drugi wezet:

> x.parent < x.parent.parent

> x < x.parent




Struktura zbioréw roztacznych (9)

Implementacja union(x,y):

» Uzywamy find(x) i find(y) by znalez¢ reprezentantéw (nazwijmy ich odpo-
wiednio ry i ry).

» Jedli ry =r, to x i y s3 w tym samym zbiorze i algorytm si¢ konczy.
> Jesli ry # r,, to taczymy zbiory, czynigc jeden korzen synem drugiego.

» Wybdr bardzo wptywa na wysoko$¢ przysztych drzew! Zapobiegamy zbyt wy-
sokim drzewom za pomoca dodatkowych czynnosci.

» Koniecznos$¢ przechowywania w weztach rozmiaru drzewa (dodatkowe O(log n)
bitéw) lub rangi korzenia (dodatkowe O(loglog n) bitéw).




Struktura zbioréw roztacznych (10)

taczenie przez rozmiar (union by size):
» Korzeniem ztaczonych drzew staje sie korzen drzewa o wiekszym rozmiarze.
» Jesli rozmiary s3 identycze, wybér jest dowolny.

» Aktualizujemy rozmiar nowego korzenia.




Struktura zbioréw roztacznych (11)

taczenie przez range (union by rank):
P> Ranga jest gérnym ograniczeniem na wysoko$¢ drzewa.
» Lepszy wskaznik niz wysoko$¢, bo nie zmienia sie w czasie find().

> Jesli taczone drzewa maja rézne rangi, to ten z wieksza staje sie rodzicem
i rangi sie nie zmieniaja.

> Jedli rangi sa takie same, to dowolne drzewo moze sta¢ sie rodzicem, ale jego
range trzeba zwiekszy¢ o 1.




Struktura zbioréw roztacznych (12)

» find() i union() maja zamortyzowana ztozono$¢ O(«(n)), gdzie a jest odwrot-
noscig bardzo szybko rosnacej funkcji Ackermanna.

» Poniewaz O(1) € O(a(n)), to dowolny ciag k operacji na lesie zbioréw roz-
tacznych dziata w czasie O(ka(n)).

» Fizycznie” wydaje sie niemozliwe uzyskanie a(n) > 4, w praktyce mozna
wiec przyjaé, ze O(a(n)) € O(1).

» Wszystkie operacje dziataja wiec zasadniczo w czasie O(1), ale jest to czas
zamortyzowany — niektére operacje w ciggu moga zajaé dtugi czas.




