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@ Tablica mieszajaca (1)

» Tablica mieszajaca (hash table) — struktura danych stuzaca do implementacji
stownika.

» Za pomocy funkcji mieszajacej klucz zamieniany jest na indeks.

» Indeks wykorzystywany jest do dostepu do tablicy ,statycznej”.
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Funkcja mieszajaca (1)

>

Funkcja mieszajaca h(x) przeksztatca klucz x na indeks elementu (kubetka)
tablicy.

Zbiér indekséw jest skonczony i ma rozmiar m (nie myli¢ z n!).

Zbidr kluczy jest z reguty znacznie wiekszy niz zbiér indekséw, moze by¢ tez
nieskonczony.

» 7 tego powodu funkcje mieszajaca nazywa sie tez funkcja skrétu.

Konieczno$¢ obliczenia funkcji mieszajacej powoduje narzut czasowy.



@ Funkcja mieszajaca (2)

» Dla liczb catkowitych powszechng forma funkcji h(x) jest operacja modulo:

h(x) = x mod m (1)

» Dzielenie jest stosunkowo powolne.
» Problem klasteryzacji.

» \Wystarczajaco dobre w praktyce w wielu przypadkach.

» Prostym wariantem dla tancuchdéw tekstowych jest zsumowanie wszystkkich
znakéw fancucha.




CZ10 Funkcja mieszajaca (3)
» Funkcja mieszajaca z uzyciem mnozenia:

ha(x) = [(ax mod W) /(W /m)|

» Konieczno$¢ wiasciwego doboru ac i W.
» Haszowanie algebraiczne.
» Haszowanie Fibonacciego.
» Haszowanie z unikalng permutacja.

» Funkcja identycznosci h(x) = x, sensowne jesli zbiér kluczy jest ,maty”.




Funkcja mieszajaca (4)

&

» Poniewaz m jest mniejsze niz liczba kluczy, to beda istniec takie klucze x; #
x2, ze h(x1) = h(x2) (wynika to z zasady szufladkowej Dirichleta).

» Taka sytuacje nazywamy kolizja.

» W przypadku kolizji dwa rézne klucze mapowane s3 do tego samego miejsca
(kubetka) w tablicy mieszajacej.

» Roézne implementacje tablicy radzg sobie z tym w rézny sposéb.

» Im mniej kolizji powoduje funkcja mieszajaca tym lepiej.!

W kryptografii dobiera sie ,wieksze" funkcje skrétu, przy ktérych praktyczna szansa
wystapienia kolizji jest minimalna.




@ Funkcja mieszajaca (5)

Paradoks dnia urodzin
Zatézmy, ze w pokoju znajduje sie k oséb. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co
najmniej 2 z nich maja urodziny tego samego dnia?

» Dla k =1 szansa jest 0%.
» Dla k =367 szansa jest 100% (liczac rok przestepny).

» Dla jakiego k szansa jest > 50%7 Naiwna interpolacja wskazata by warto$¢
k > 183, ale w rzeczywistosci jest to k > 23!

» Whiosek: pierwsza kolizja moze wystapi¢ szybciej niz mogto by sie wydawac!




@ Funkcja mieszajaca (6)

Zatézmy tablice mieszajaca z m = 10° i jednorodna funkcja mieszajaca. Szansa
na wystapienie kolizji dla k operacji insert() wynosi:

> 10% przy k = 460,
» 25% przy k = 759,
» 50% przy k = 1178,
> 90% przy k = 2146,

> 99% przy k = 3034 (0,3034% m!).




@ Funkcja mieszajaca (7)
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@ Funkcja mieszajaca (8)

Idealna funkcja mieszajaca
» Przyporzadkowuje kazdemu kluczowi osobny indeks (kubetek).
» Matematycznie jest funkcja réznowartosciows.
» Brak kolizji.
> Mozliwa do skonstruowania, gdy klucze znane s3 zawczasu.

» |dealna funkcja mieszajaca jest minimalna, gdy indeksy sa kolejnymi liczbami
catkowitymi.




@ Funkcja mieszajaca (9)

Cechy dobrej funkcji mieszajacej:
» Deterministyczna.

» Jednorodna — kazdy indeks powinien mie¢ zblizong liczbe kluczy, ktére sie na
niego mapuja.

» Mate zmiany klucza powinny powodowa¢ duze zmiany indeksu (redukuje pro-
blem klasteryzacji).

» Kompromis czasu obliczenia wzgledem czestosci kolizji.

» Pozwala na rézny rozmiar klucza i ré6zne wartosci m.




T2 Rozwiazywanie kolizji (1)
Istnieja dwa podstawowe sposoby rozwigzywania kolizji:

» Metoda fancuchowa (separate chaining).

» Pojedynczy kubutek przechowuje wszystkie klucze, ktére sie do niego
mapuja.

» Konieczno$¢ organizacji wielu wartosci w ramach kubetka.
> Adresowanie otwarte (open addressing).

» Kazdy kubetek przechowuje najwyzej 1 element.

» Gdy drugi element zmapuje sie do zajetego kubetka, to trzeba wyznaczy¢
mu inny kubeftek.




Wspodtczynnik zajetosci (1)

» Najwazniejszym parametrem opisujacym tablice mieszajaca jest wspdtczynnik
zajetosci (load factor), definiowany jako:

o= E? (3)

gdzie n to liczba elementéw przechowywanych w strukurze, a m to liczba
kubetkow.

» Wysokos¢ load factor znaczaco wptywa na wydajnos¢ operacji na tablicy mie-
szajacej.




Wspdtczynnik zajetosci (2)
» Dla open addressing dopuszczalne wartosci o s3 w przedziale [0, 1] tj. n < m.

» Nie mozna przechowaé wiecej niz m kluczy, bo kazda wymaga osobnego
kubetka.

» Gdy « zbliza sie do 1, coraz trudniej znalez¢ wolny kubetek i wydajnos$¢ dra-
stycznie spada.

» Gdy « przekracza warto$¢ graniczna (w praktyce od 0.6 do 0.8), to nalezy
zwiekszy¢ rozmiar tablicy.

» Czesto tablice zmniejsza sie, gdy a spadnie do % wartosci graniczne;.

» Pozwala ograniczy¢ zuzycie pamieci (typowo potowa lub wiecej tablicy
jest pustal).




Wspodtczynnik zajetosci (3)
» Dla separate chaining w teorii & moze by¢ dowolnie duze dla statego m.
» Oznacza to, ze $rednio w jednym kubetku jest o kluczy.

> Wydajnos$¢ jednak wcigz spada wraz ze wzrostem «, wiec w praktyce stosuje
sie ,,miekka" warto$¢ graniczna (zwykle pomiedzy 1 a 3), po przekroczeniu
ktérej zwieksza sie rozmiar tablicy.

» Analogicznie tablice mozna zmniejszaé, gdy o odpowiednio spadnie.




Wspétczynnik zajetosci (4)

Metody open addressing (np. linear probing) moga srednio wymagaé mniej czasu
niz separate chaining, o ile a nie jest bliskie 1.
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W praktyce dobrze zarzadzana tablica mieszajaca typu open addressing rzadko
potrzebuje przejrze¢ wiecej niz 3 kubetki.




Zmiana rozmiaru (1)

> Zmiana rozmiaru tablicy oznacza zmiane liczby kubetkéw m, a to z kolei
zmienia dopuszczalny zakres kluczy.

» Potrzebna jest wiec nowa funkcja mieszajaca, zas operacja nie jest oczy-
wista.

> Typowe metody zwiekszenia rozmiaru:

» Zmiana jednorazowa.
» Zmiana stopniowa.

» Linear hashing.




Zmiana rozmiaru (2)

Zmiana jednorazowa:
» Dana jest stara tablica mieszajaca z funkcja mieszajaca hojq(x).
» Tworzymy nowa (wigksza) tablice mieszajaca.
» Tworzymy nowa funkcje mieszajaca hpew(x).

» Dla kazdego zajetego kubetka w starej tablicy dodajemy jego zawarto$¢ do
nowej tablicy (z uzyciem hpew(x)).

» Zajmuje duzo czasu.

> Jesli nowa tablica jest o czynnik (np. 2x) wieksza od starej, to zamor-
tyzowany koszt zwiekszenia jest staty (analogicznie jak dla tablicy dyna-
micznej).




Zmiana rozmiaru (3)

Zmiana stopniowa:
» Tworzymy nowa tablice i funkcje mieszajaca hpew(x).
» Na czas przenosin stosowane s3 obie tablice:
» find() przeszukuje obie tablice (uzywajac hoq(x) oraz hnew(x)).
» insert() dodaje do nowej tablicy (uzywajac hpew(x)).
» Kazdy insert() przenosi tez k wpiséw ze starej tablicy do nowe;j.

» Gdy przeniesione zostang wszystkie elementy, starg tablice mozna usunac.



Separate chaining (1)

» Domyslnie separate chaining w kazdym kubetku przechowuje liste wigzana
elementéw.

» Operacje find()/insert()/delete() musza operowac tez na liscie.
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Separate chaining (2)

> Lista wigzana ma pesymistyczny czas wyszukiwania O(n), rzutujacy na zto-
zonos$¢ catej tablicy.

» Mozemy poprawi¢ stosujac zbalansowane drzewa BST.
P Lista wigzana stabiej wspotpracuje z pamiecia podreczna procesora.
> Mozemy poprawi¢ stosujac tablice dynamiczna.

» Problem pamieci podrecznej dotyczy tez samej gtdwnej tablicy — siegamy
do ,losowych” indekséw, cze$¢ indekséw jest pusta.




Metoda 2-choice hashing:

» Modyfikacja separate chaining (cho¢ moze tez dziata¢ dla innych metod roz-
wiazywania kolizji).

» Jedna tablica, dwie funkcje mieszajace hi(x) oraz hy(x).

» Podczas insert() stosowane sa obie funkcje, za$ element trafia do kubetka
majacego mniej elementdw.

> Jesli kubetki maja réwny rozmiar, to wykorzystujemy ten, ktéry wskazata
funkcja hy(x).

» Podobnie find() poszukuje elementu w obu mozliwych kubetkach.

» Dzieki zasadzie power of 2 choices, znaczaco zmniejszamy mozliwos¢ wysta-
pienia duzych kubetkéw.




@ Open addressing (1)

Metoda open addressing:

» Przy dodawaniu elementu najpierw obliczamy standardowo indeks funkcja
mieszajaca.

P Jedli wyznaczony kubefek jest zajety, wyznaczamy kolejny kubetek do spraw-
dzenia.

> Jedli nowy kubetek jest zajety, to sytuacja sie powtarza az do znalezienia
pustego kubetka.

> Powstaje ciag poszukiwan (probing sequence), zas jego dtugos¢ okresla
wydajnos¢ tablicy.

» Analogiczny proces nalezy przeprowadzi¢ dla find() i delete().




@ Open addressing (2)

Istniejg rézne sposoby tworzenia ciggu poszukiwan:
» Linear probing — kolejny sprawdzany kubetek jest w odstepie C kubetkdéw
(czesto C = 1) od poprzedniego.

» Indeks k-tego kubetka do sprawdzenia dany jest wiec wzorem:
h(x) + kC. (4)
» Isotne jest by funkcja mieszajaca unikata klasteryzacji/grupowania, gdzie
indeksy kluczy gromadzj sie blisko siebie.

» Grupowanie, nawet jesli nie powoduje kolizji, jest szkodliwe dla ad-
resowania otwartego (ale nie dla metody taficuchowej).

> Lepiej wspdtpracuje z pamiecia podreczng procesora (dla matych C).




@ Open addressing (3)

» Quadratic probing — kolejne odstepy od poczatkowego indeksu h(x) dane s3
kolejnymi wartosciami pewnej funkcji kwadratowe;j.

» Bardziej odporne na grupowanie, podatne na grupowanie wtérne.

» Double hashing — odstepy jest liniowy, ale zalezny od klucza x i dany druga
funkcja mieszajaca ha(x). Indeks w k-tej prébie wynosi wiec:

h(x) + kho(x). (5)

» Odporne na problem grupowania.




@ Open addressing (4)
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Cuckoo hashing (1)

» Haszowanie kukutcze — odmiana open addressing.

» Dwie tablice T7 oraz T, o réwnym rozmiarze.

» Tablice maja osobne funkcje haszujace, odpowiednio h;i(x) oraz hy(x).

» Kazdy klucz ma wiec dwie mozliwe lokalizacje: podstawowa oraz alternatywna.

» Przy dodawaniu nowy element x; wstawiany jest do T7. Jesli byt tam juz jaki$
inny element xp, to usuwamy x» z T; i wstawiamy go na jego alternatywne
miejsce w To.

» Procedura sie powtarza dla xo: jesli miejsce xo w T» zajmowat x3, to x3
jest usuwany i wstawiany w swoje alternatywne miejsce w T7.




Cuckoo hashing (2)

> Moze wystapic¢ cykl.
» Wykrywany przez przekroczenie licznika krokéw wstawiania.

» Naprawiany poprzez stworzenie nowych funkgji h1(x) i ha(x) oraz pono-
wane haszowanie zawartosci tablic.

» Kazdy klucz jest w hy(x) w T1 lub w hy(x) w T.
» find() jest wiec w pesymistycznym czasie O(1), podobnie remove().

> insert() moze zaje¢ dtugi czas, ale koszt zamortyzowany jest O(1), nawet
uwzgledniajac konieczno$¢ przehaszowania tablic.




Cuckoo hashing (3)

o




Cuckoo hashing (4)

» Haszowanie kukutcze ma wiec bardzo dobra ztozono$¢ teoretyczna.
» Ztozono$¢ zaktada jednak, ze load factor jest ponizej 0.5.

> Niefektywne uzycie pamieci.

» Mozna uzy¢ 3 funkgji i trzech tablic, co Srednio pozwala wykorzystac
ponad 90% miejsca kosztem spadku wydajnosci (jednak wcigz O(1)).

» W praktyce cuckoo hashing jest $rednio wolniejsze od linear probing (wiecej
chybien podczas find()), ale moze by¢ przydatne w sytuacjach gdzie wazna
jest redukcja przypadku pesymistycznego.




/Zastosowania

Zastosowania tablic mieszajacych:
» Stowniki.
» Zbiory (brak kolejnosci).
» Pamieci podreczne.
» Indeksy baz danych.

» Tablice transpozycji gier.




Stowniki — podsumowanie (1)

find()/remove() insert()

Struktura Ave. Worst Ave. Worst Uporzadk.
Hash table? 0o(1) O(n) 0o(1) O(n) nie
Hash table? O(1) | O(logn) 0o(1) O(log n) nie
Hash table* 0o(1) 0o(1) 0o(1) o(1)° nie

AVL /black-red tree | O(logn) | O(logn) | O(log n) O(log n) tak
BST O(log n) O(n) O(log n) O(n) tak
Lista® O(n) O(n) O(1)/0(n) | O(1)/0(n) tak”

2 Adresowanie otwarte lub kubetki z lista

3 Adresowanie zamkniete plus kubetki ze zbalansowanym BST

*Cuckoo hashing

®Koszt zamortyzowany

®Dwa warianty: dodawanie na koniec lub dodawanie w pozycji posortowanej




