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Graf (1)
» Graf jako ADT stuzy do reprezentacji graféw matematycznych.

» Matematycznie graf sktada sie z wierzchotkéw (weztéw, vertices) i faczacych
je krawedzi (edges).

» Kazda krawedz faczy dwa (domysinie rézne) wierzchotki grafu.

> Scidlej graf G jest para uporzadkowana (dwéjka) zbioru wierzchotkéw V i zbio-
ru krawedzi E:
G=(V,E). (1)

> Krawedzie zwykle definiuje se jako zbiér E zbioréw dwuelemenowych, tak ze
E jest podzbiorem zbioru ,wszystkich” mozliwych krawedzi:
EC{{uv}:uv#ueV} (2)

krawedz {u, v} faczy wierzchotki u i v.




Graf (2)

Przyktad grafu

5 ¢

D,E,F,G}
{B,C}{A,C}.{A D}, {D, E},{6,F}}

{A,B,C,
(A B),




Graf (3)

» Poprzednia definicja zaktada, ze kierunek krawedzi nie ma znaczenia (graf jest
nieskierowany).

» Mozna jednak zdefiniowal zbiér krawedzi A tak by krawedzie miaty kierunek
tj. kazda krawedz jest para uporzadkowang

AC{(u,v): uv#ueV} (3)

» Krawedz (u, v) biegnie od u do v i jest czym$ innym niz krawedz (v, u).

» Taki graf G = (V,A) nazywamy grafem skierowanym, za$ jego krawedzie
nazywamy fukami (arcs).




Graf (4)

Przyktad grafu
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Graf (5)

» (Czesto przyjmowana notacja:
» n=|V| - liczba wierzchotkéw grafu.

» k = |E| (lub k = |A]|) — liczba krawedzi/tukéw grafu.

» Wedtug standardowej definicji graf skierowany moze mie¢ od 0 do n(n — 1)
tukéw.

» Analogicznie, graf nieskierowany moze mie¢ od 0 do ﬂ"2;11 krawedzi.




Graf (6)

Mozna wprowadzaé modyfikacje definicji grafu

» Dopuszczanie petli tj. krawedzi/tukéw zaczynajacych sie i konczacych sie
w tym samym wierzchotku.

» Multigraf — dopuszczanie wielokrotnych krawedzi pomiedzy t3 sama para
wierzchotkéw.

» Graf z wagami — krawedziom i/lub wierzchotkom mozna przypisywaé wartosci
liczbowe (wagi).

» Ogodlniej mozna przepisywaé dowolne wartosci — etykiety.
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@ Typy graféw i pojecia grafowe (1)

Wybrane typy grafow i pojecia grafowe:
» Rzad grafu — liczba wierzchotkéw.
» Rozmiar grafu — liczba krawedzi.

» Droga — cigg nastepujacych po sobie krawedzi (trasa). Niekiedy w sktad drogi
wchodza tez znajdujace sie na niej wierzchotki.

» Droga prosta — droga na ktorej nie powtarzaja sie krawedzie.

» Cykl — droga konczaca sie w tym samym wierzchotku, w ktérym sie
zaczeta.




@ Typy graféw i pojecia grafowe (2)
> Stopien wierzchotka (degree, deg):

» deg(v) — w grafie nieskierowanym liczba krawedzi wchodzacych do lub
wychodzacych z v.

» indeg(v) — w grafie skierowanym liczba krawedzi wchodzacych do v.

» outdeg(v) — w grafie skierowanym liczba krawedzi wychodzacych z v.

» Wierzchotek izolowany — wierzchotek o stopniu 0 (z ktérego nie wychodza
i do ktdrego nie wchodza krawedzie).




@ Typy graféw i pojecia grafowe (3)

» Graf petny — liczba krawedzi jest maksymalna.

» Graf gesty — duza liczba krawedzi (k) w stosunku do liczby wierzchotkéw (v).
Rézne praktyczne definicje np.:

> k¢ O(n).
> k€ O(n?).
> k> v.
» Graf rzadki — nieduza liczba krawedzi np.:
> ke O(n).
> k<

» Graf pusty — graf bez wierzchotkéw lub graf bez krawedzi.




@ Typy graféw i pojecia grafowe (4)

» Graf spéjny (connected graph) — graf, w ktérym istnieje droga pomiedzy kazda
parg wierzchotkdéw u, v # u.

» Spdjna sktadowa grafu (component) — maksymalny (tj. taki ktérego nie mozna
juz powiekszy¢) spdjny podgraf grafu. Graf moze miec wiele spdjnych sktado-
wych.

» Drzewo — graf nieskierowany, acykliczny (brak cykli) i spéjny.

» Dokfadnie 1 droga pomiedzy kazda para wierzchotkéw.




@ Typy graféw i pojecia grafowe (5)

Skierowany graf acykliczny (directed acyclic graph, DAG)
» Graf skierowany, w ktérym nie ma skierowanych cykli.

» W DAG podazanie krawedziami (zgodnie z ich kierunkiem) nigdy nie dopro-
wadzi do cyklu.

> Jedli jest krawedz (u, v) to nie ma krawedzi (v, u).

» Dla kazdego DAG mozna wyznaczy¢ kolejnos¢ topologiczng, pewne wierz-
chotki sg przed innymi (,brak mozliwosci cofania si¢").

» DAG s3 przydatne do modelowania pewnych proceséw np. w produkgji.




@ Typy graféw i pojecia grafowe (6)

Przyktadowy DAG i jego przyktadowa kolejnos¢ topologiczna




@ Typy graféw i pojecia grafowe (8)
Graf typu krata/siatka (grid/lattice graph):

» Graf ktéry po narysowaniu w Euklidesowej przetrzeni 2D ma strukture regu-
larnych kafelkéw.

> Kafelki moga by¢ kwadratowe, tréjkatne, szescienne itd.

» Przydatne do modelowania pewnych proceséw np. w produkcji.




@ Reprezentacje grafu (1)

Rézne sposobu przechowywania (struktury) grafu w pamieci komputera:
» Macierz sasiedztwa (adjacency matrix).
> Lista sasiedztwa (adjacency list).
> Lista krawedzi (edge list).
» Macierz incydencji (incidence matix).
Istotne operacje:
» Dostep do tuku (u, v) (lub krawedzi {u, v}).

» Znalezienie (lub przeglad) sasiadéw wierzchotka v.
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Reprezentacje grafu (2)

Jak przyktady uzyjemy dwéch graféw skierowanych:

> Gestego v =5, k = 15 (75% krawedzi).
» Rzadkiego v =5, k = 4 (20% krawedzi).

Y
@



Macierz sasiedztwa (1)

» Macierz dwuwymiarowa rozmiaru n X n.

» W indeksie 7, j macierzy przechowywana jest informacja o krawedzi (i,;) (lub
{i,j})-
» Dla graféw bez wag/etykiet przechowujemy jedynie czy krawedz istnieje
czy nie.
» W innym przypadku przechowujemy wage, etykiete lub wrecz wskaz-

nik/referencje na obiekt krawedzi (dbajac o odpowiednie wartosci jesli
krawedz nie istnieje).

» Dla graféw nieskierowanych {u, v} = {v, u}, wiec przechowujemy tylko poto-
we macierzy (np. macierz gérnotrdjkatna).

» Realizowana tablica dwuwymiarowa, tablicami jednowymiarowymi, tablicami
dynamicznymi itd.
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Macierz sasiedztwa (3)

» Dostep do krawedzi w czasie O(1).
» Przeglad sasiadéw wierzchotka v w czasie n € ©(n).

» Niezalezne od tego ile wynosi N(v), czyli liczba sasiadéw v!
» Potrzebujemy co najmniej n? (czyli O(n?)) pamieci.

» Niezalezne od k!

» Wartosci na przekatnej sg bezuzyteczne, chyba ze graf dopuszcza petle.

» Dos¢ wydajna (pamieciowo i czasowo) dla graféw gestych.




@ Lista sasiedztwa (1)

» Lista rozmiaru n.
» Elementami listy s kolejne listy.
» Lista /-ta przechowuje krawedzie zaczynajace sie w wierzchotku i-tym.
» Najprosciej przechowaé numer wierzchotka ktérym krawedz sie konczy.

» Poniewaz przechowujemy tylko faktycznych sgsiadow, to kazda podlista moze
mie¢ rézna dtugosé.
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Lista sasiedztwa (2)

Dla przyktadowych graféw:
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@ Lista sasiedztwa (3)

» Lista wierzchotka v ma dtugos¢ N(v), zamiast n.
» Przeglad sasiadéw v w czasie O(N(v)).

» Zwykle mniejsze zuzycie pamieci O(n + k).
» Woydajna dla graféw rzadkich.

» Czasami moze wymagac wiecej pamieci (np. graf petny plus dopuszczanie
petli).

» Dostep do krawedzi wierzchotka v w czasie O(N(v)) € O(n).




@ Lista krawedzi (1)
» Lista rozmiaru k.

» Elementami listy sg krawedzie.

» Najprosciej przechowa¢ krawedz jako pare: wierzchotek poczatkowy i kon-
cowy.

» Zwykle krawedzie przechowywane s3 w losowej kolejnosci.

> Mozna przyja¢ pewien porzadek, ale nie ma to wiekszego wptywu na
efekt.




Lista krawedzi (2)
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Dla przyktadowych graféw:
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@ Lista krawedzi (3)

» Lista krawedzi zajmuje O(k) pamieci.

» Kazdy element przechowuje pare, wiec tgczna pamieé jest zwykle wieksza
niz dla listy sasiedztwa.

» Dostepu do krawedzi wierzchotka v w czasie O(k).
» Czas przegladniecia sasiadéw wierzchotka v w czasie O(k).
» Zwykle skrajnie niewydajna dla graféw gestych.

» Moze by¢ przydatna dla niektérych algorytméw (np. zmodyfikowana w kolejke
priorytetows).




Macierz indydencji (1)
» Macierz rozmiaru nk.

» Indeks i, j przechowuje informacje czy j-ta krawedz jest incydentna (taczy sig)
z wierzchotkiem /. Typowe wartosci:

» 1 — krawedzZ zaczyna sie¢ w tym wierzchotku.
» —1 — krawedz konczy sie w tym wierzchotku.

» 0 — krawedz nie jest incydentna z wierzchotkiem.

» Zwykle przechowuje tylko informacje o incydencji, ale mozna tez dotaczy¢
inne informacje (waga, etykieta).




Macierz incydencji (2)

Dla przyktadowych graféw:
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Zaktadamy kolejnos¢ krawedzi taka jak pokazano w liscie krawedzi.




Macierz incydencji (3)

» Zajmuje O(nk) pamieci.

» Czyli rzadko mniej niz O(n?), nawet dla graféw rzadkich.

) ’ .
> 7= tablicy zawiera zera.
» Dostep do krawedzi (u, v) w czasie O(k).

> Przegladniecie wszystkich sasiadéw w czasie O(k + nN(v)).

» Przydatna gdyby krawedz miata wiecej niz 2 konce.




®

Reprezentacje grafu (3)

Reprezentacja Pamie¢ | Dostep do krawedzi | Przeglad sasiadéw
Macierz sasiedztwa | O(n?) 0(1) O(n)
Lista sasiedztwa | O(n+ k) O(N(v)) O(N(v))
Lista krawedzi O(k) O(k) O(k)
Macierz incydencji O(nk) O(k) O(k + nN(v))




@ Przeszukiwanie grafu (1)

» Analogicznie jak w przypadku drzew istniejg algorytmy do przegladu grafu t;j.
do odwiedzenia wszystkich wierzchotkow.

» Podstawowy algorytm:
» Dodajemy pewien wierzchotek poczatkowy s do kolejki Q.
» Dopéki @ nie jest puste:
» Pobieramy (usuwamy) jeden wierzchotek v z Q.

» Odwiedzamy v.

» Dodajemy nieodwiedzonych jeszcze s3siadéw v do Q.
> Wezty moga by¢ odkrywane wielokrotnie.

» Problem z grafami niespéjnymi.




@ Przeszukiwanie grafu (2)

Podstawowe typy przegladu grafu:

> Przeglad wgtab (depth-first) — ostatnio dodany wierzchotek odwiedzany jest
najpierw (Q jest stosem).

» Przeglad wszerz (breadth-first) — ostatnio dodany wierzchotek odwiedzany
jest na koncu (Q jest kolejka FIFO).

> Przeglad pierwszy najlepszy (best-first) — wierzchotki odwiedzamy wg priory-
tetu (Q jest kolejka priorytetowa).

» Dla graféw wazonych.

» Priorytetem jest waga wierzchotka (na podobnej zasadzie dziata algo-
rytm Dijkstry) i/lub waga prowadzacej do niego krawedzi (np. algorytm
najblizszego sasiada dla problemu komiwojazera).




@

Przeszukiwanie grafu (3)

Przyktadowy skierowany graf wazony:



@ Przeszukiwanie grafu (4)

Przyktadowy przeglad dla przedstawionego grafu:
» Depth-first: A, D, H, K, M, G, C, J, L, F, E, B, I
» Breadth-first: A, B, C, D, I, J,E, F, G, H, L, K, M

> Best-first: A, C, J, F, G, L, B, I, E, D, H, K, M.




Zastosowania graféw (1)

» Transport, komunikacja (problem komiwojazera, sieci przeptywowe).
» Analiza proceséw (maszyny standw, sieci Petriego).

» Modelowanie relacji/potaczen (social media, rozprzestrzenianie sie choréb np.
COVID-19).

» Poszukiwanie trasy.
» Optymalizacja produkcji (szeregowanie zadan).

» |nne.




