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1 Wstep

Ponizszy dokument zawiera opis niektérych zagadnien istotnych podczas procesu dobierania pa-
rametréw algorytmow, przeprowadzania badan numerycznych i pomiaréw, rysowania wykreséw i wy-
ciggania wnioskéw na podstawie danych. Ma on na celu utatwi¢ powyzsze czynnosci i pozwoli¢ na
uniknigcie typowych bledéw popelianych w ich trakcie. Pomimo ze ponizszy poradnik liczy kilkana-
$cie stron, jest on wciaz skrocony — niektére zagadnienia traktuje w sposob uproszczony, a niektore
zaklada Ze sa znane czytelnikowi. Jednoczesnie czeéé z opisywanych zagadnien jest dosé zaawansowa-
na lub wymaga znacznego zwiekszenia nakladu pracy podczas badan. W zwiazku z tym zrozumialym
jest, ze nie zawsze uda si¢ poprawnie i w pelni zastosowaé opisane tutaj metody i wskazdéwki. Dlatego
drugim celem poradnika jest przedstawienie jak pewne elementy procesu badawczego moga wplywaé
na uzyskane wyniki i wnioski i powodowaé ze sa one bledne lub mato wiarygodne.

2 Dobér punktéw danych

Przy prébie ustalenia zaleznosci dwoch wielkosSci poprzez uruchomienie i pomiar algorytmu, jedna
z pierwszych decyzji jest wybor punktéw pomiarowych tzn. wartosci na osi X da ktorych dokonujemy
pomiaru. Wybor zbyt wielu punktéw nie jest bledem, ale zwielokrotnia czas potrzebny na wyko-
nanie badan. Dlatego najczeéciej wybiera sie mniejsza liczbe punktéw, lecz poprawny dobér liczby
i rozmieszczenia takich punktow nie jest zawsze oczywisty.

Zasadnicze cele sa dwa: uzyskanie mozliwie jednorodnego zbioru punktéw oraz odpowiednio duzej
liczby punktow. Ztym pomystem jest mniej niz 4 punkty pomiarowe, gdyz bardzo trudno jest wtedy
zobaczy¢ (lub wydedukowaé) realny ksztalt funkcji na wykresie. Czasami pewien przedzial osi X
chcemy zbadaé¢ bardziej doktadnie, wiec naturalnie punkty pomiarowe sa tam umieszczane gedciej.
Takie zageszczenia nie sg zwykle problemem o ile pozostale fragmenty nie sa zbyt rzadkie.

Najczesciej spotyka sie jedng z dwéch metod doboru punktow:

1. Ciag arytmetyczny, gdzie wspdélrzedna x wzrasta o staly czynnik np.:

n € {10, 15,20, 25, 30, 35, 40, 45, 50}

2. Ciag geometryczny, gdzie wspélrzedna x jest mnozona o staly czynnik np.

n € {10, 20, 40, 80, 160, 320}

Dobér geometryczny ma co prawda zmienng gestos¢ punktéw, ale ta zmiana jest regularna. Oczy-
wiscie nie zawsze istnieje mozliwo$é tak swobodnego doboru punktéw (np. gdy dostepny sa tylko
wybrane instancje dla konkretnych rozmiaréw problemu).

Jedli nie mamy przestanek dotyczacych zakresu x, ktory powinien dawaé najlepszy efekt, to
konieczne moze by¢ zbadanie doé¢ szerokiego zakresu. Czasami jednak mamy takie przestanki. Przy-
ktadowo popularne wartosci prawdopodobienstwa mutacji p,, w algorytmie genetycznym to 0.01
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do 0.05. W takim przypadku dla zobrazowania dlaczego wybdr wartosci spoza tego przedziatu jest
zly (i czy w ogdle jest zly), mozna rozszerzy¢ badanie takze poza ten przedzial, ale z rzadszym
rozmieszczeniem punktéw:

pm € {0.001,0.005, 0.01, 0.02,0.03, 0.04, 0.05,0.07,0.1,0.15,0.25, 0.4}.

3 Skale i oznaczenie wykresu

Jednym z czesciej spotykanych problemoéw jest odpowiednie umiejscowienie warto$ci na osiach
oraz dobor skali osi. Jest to o tyle trudne, ze rzadko powoduje faktyczny btad (tzn. dane na wykresie
sa caly czas poprawne), ale prowadzi do wyciagania blednych wnioskéw lub utrudnia rozréznienie
elementéw wykresu. Mozemy tutaj wyrézni¢ dwa osobne typy probleméw.

Pierwszy problem najczesciej spowodowany jest nieuwaznym ustawieniem zawartosci etykiet osi
X w arkuszu Excela. Za przyktad niech postuzy wykres przedstawiony na Rysunku 1. W teorii
wykres ten jest poprawny — punkty maja odpowiednie warto$ci na obu osiach, obrazujac zadang
funkcje. Problemem jednak jest sama o$§ X. Na wykresie punkty na tej osi sa od siebie oddalone
o taka sama odleglo$¢ niezaleznie od faktycznej réznicy miedzy wartoSciami punktéw tzn. réznica
160 — 80 = 80 wyglada na taka sama co 20 — 10 = 10, co jest nieprawda. Innymi stowy, wielkosci
ktére umieszczamy na osi X sa w skali interwatowej, za§ wykres wyglada jakby byly one w skali
nominalnej. Podobny efekt zachodzi, gdy na osi X zamiast liczb oznaczajacych rozmiar problemu
umieszcza sie etykiety zastepcze (np. ,Instancja A”, ,Instancja B” itd.), gubiac sens wielkosci na osi
X. W rezultacie préba interpretacji ksztaltu wykresu prowadzi do mylnego wniosku ze przedstawiona
zostala funkcja kwadratowa. Bardziej poprawny sposob przedstawia Rysunek 2. Wartosci na osi X sg
odpowiednio odlegle od siebie, co uwidacznia, ze na wykresie przedstawiono funkcje liniowa. Istotnie,
do stworzenia wykresu postuzono sie funkcja f(z) = 10z.

Drugi problem dotyczy niestosowania skali logarytmicznej tam gdzie jest ona potrzebna. Pojawia
sie to najczesciej podczas proby poréwnania czasu wykonywania kilku algorytméw o zupelnie réznej
zlozonosci obliczeniowej. Czasami dochodzi do tego fakt niewielkiej liczby punktéw danych. Moze sie
to zdarzy¢ np. dla algorytmu przegladu zupelnego, gdzie wyniki dla rozmiaru problemu ponizej n = 5
sa nieodréznialne od zera, a powyzej n = 13 pomiar zajmuje juz bardzo duzo czasu. Zauwazmy, ze
ze wzgledu na dyskretny charakter n, liczba punktéw pomiaru nie bedzie wieksza niz 9 (zaktadamy
tutaj dla uproszczenia, ze dla wszystkich algorytméw przyjeto to samo maksymalne n, w praktyce
nie jest to zwykle prawda), a wzrost z 5 do 13 jest mniej niz trzykrotny.
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Rysunek 2: Wykres z poprawnym oznaczeniem osi X

Pokazmy to na przykladzie. Zalézmy ze mamy trzy algorytmy. Pierwszym jest algorytm zachtan-
ny (Greedy) o liczbie operacji 15n? + 50 (zlozono$é kwadratowa), drugim symulowane wyzarzanie
(SA), o liczbie operacji 5000n + 200 (zlozonoséé liniowa) oraz algorytm przegladu zupelnego o liczbie
operacji n!. Proba przedstawienia takich zlozonosci przy tradycyjnej (liniowej) skali osi Y da wynik
jak na Rysunku 3. Wykres taki ma co najmniej 3 wady: 1) prawie cala jego powierzchnia jest nie-
wykorzystana, 2) niewidoczny jest ksztalt linii, 3) niewidoczne sa réznice pomiedzy algorytmami,
w szczegbdlnosci pomiedzy SA i Greedy. Wystarczy jednak zmieni¢ skale osi Y na logarytmiczna,
aby usunaé wszystkie powyzsze problemy, uzyskujac efekt jak na Rysunku 4. Wada jest trudniejsze
uchwycenie zlozonosci SA i Greedy (linie sa podobne), ale mozna w tym celu skorzystaé z osobnego
wykresu lub umiesci¢ ,w tle” odpowiednie funkcje poréwnawcze.

Osobna kwestia jest odpowiednie oznaczenie wykresu. W kazdym przypadku osie wykresu po-
winny byé podpisane (informowaé jaka warto$é odkladana jest na danej osi). Czesto tez podaje
sie jednostke, zwlaszcza w przypadku pomiaru czasu. Wyjatkiem sa warto$ci bezwymiarowe (np.
liczba operacji). Jesli na wykresie przedstawiono wiele serii danych (np. wiele linii) to powinna by¢
umieszczona legenda, informujaca czego dotyczy dana seria/linia. Serie/linie powinny tez by¢ latwo
rozréznialne (najczesciej kolorem). Ogélng zasada tez jest mozliwie pelne wykorzystanie powierzch-
ni wykresu. Nie zawsze jest to mozliwe, ale nalezy chociaz zadbaé, by recznie skorygowaé zakres
wartosci na obu osiach, gdyz Excel potrafi domyslnie tworzy¢ wykresy od z = 01 y = 0, dla danych
gdzie warto$¢ x jest w przedziale od 0.7 do 1, a y od 150 do 250.

4 Wykorzystanie wielu serii danych

Czesto istnieje potrzeba zbadania zaleznosci od wigcej niz jednej zmiennej. Przykladem moze
by¢ zbadanie jakosci wynikéw algorytmu symulowanego wyzarzania dla problemu komiwojazera
w zaleznosci od rozmiaru problemu (n) oraz rodzaju sasiedztwa. Problem ten mozna rozwiazaé
na kilka sposobéw. Mozna obie zaleznosci zbadaé¢ osobno. Mozna tez postuzyé sie wykresem 3D.
Jednakze najczedciej wybieranym wyjsciem jest przedstawienie jednej zmiennej na osi X, a drugiej
osobnymi seriami (osobna linia dla kazdej wartosci zmiennej). Nalezy wtedy wybraé¢ ktéra zmienna
zostanie oznaczona na osi X, a ktora seriami danych.

Zauwazmy ze w naszym przykladzie zmienne maja odmienny charakter. Rozmiar problemu n,
rozumiany w tym momencie jako liczba miast lub liczba wierzchotkéow grafu, jest zwykla liczba
naturalna (skala interwalowa), za$ rodzaj sasiedztwa jest w stylu ,sasiedztwo typu A”, ,sasiedztwo
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Rysunek 4: Wykres liczby operacji algorytméw w zaleznosci od n przy logarytmicznej skali osi Y

typu B” itd. (skala nominalna). W takim przypadku zmienna w skali interwalowej powinnismy raczej
umiesci¢ na osi X, a zmienng w skali nominalnej osobnymi seriami. Jesli obie zmienne sa zwyklymi
liczbami lub obie sa w skali nominalnej, to wybor jest mniej oczywisty, niemniej mozemy kierowaé
sie pewnymi wskazéwkami. Wazniejsza zmienna (np. ze wzgledu na cel badan) zwykle pojawia sie
na osi X. Jest to zwiazane z tym ze tatwiej Sledzi¢ jej przebieg. Nalezy tez unikaé¢ zbyt wielu serii na
jednym wykresie. W zwiazku z tym zmienna ktéra ma wiecej punktéw danych zwykle pojawia sie
na osi X. Na Rysunkach 5 oraz 6 przedstawiono dwie wersje wykresu dla powyzszego zagadnienia.

Oba wykresy pozwalaja stwierdzié¢, ze sasiedztwo A dalo najlepszy wynik, ze warto$¢ funkcji
celu roénie wraz z rozmiarem problemu oraz ze im wigkszy problem tym wieksze réznice pomiedzy
sasiedztwami. Jednakze tylko pierwsza wersja wykresu pozwala w latwy sposéb wywnioskowaé ze
zaleznos¢ wartoéci funkcji celu od n jest liniowa.

Drugim zagadnieniem zwiazanym z seriami danych jest laczenie wykreséw. Jedli pojawia sie
kilka wykreséw o tym samych charakterze (np. zalezno$é jakosci od a dla danej instancji), to zwykle
chcemy poréwnaé te wykresy (np. by stwierdzi¢ lub wykluczyé ogdlna zaleznosé). W takim przypadku
uzywanie wielu (np. 5 wykreséw) zajmuje bardzo duzo miejsca, zmuszajac do czestego przeskakiwania
pomiedzy stronami lub plikami. Ponadto pomimo reprezentowania podobnych danych, wykresy moga,
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Rysunek 6: Badanie wplywu rozmiaru problemu n i typu sasiedztwa na jako$¢ wynikéw, wersja 2

mieé rézne zakresy danych na osi Y. Dlatego czesto lepiej zamiast 5-ciu takich wykreséw postuzyé sie
jednym z 5-cioma seriami danych, co ulatwia analize. Oczywiscie metoda nie jest idealna: czasami
roznice pomiedzy poszczegblnymi seriami sa tak duze lub tak male, ze cze$¢ serii jest niewidoczna
(zbyt blisko osi wykresu lub zakryta przez inna serie). Sa to jednak przypadki dosy¢ rzadkie.

5 Analiza ksztaltu funkcji

Kolejna kwestia jest wnioskowanie na temat charakteru funkcji (np. jej klasy zlozonosci) na
podstawie danych (linia na wykresie lub tabela). Zagadnienie nie jest proste, gdyz rozréznienie
pomiedzy funkcja kwadratowa, szeScienng lub wykladnicza ,na oko” utrudniaja dodatkowe czynniki
rzeczywistej funkcji (np. 2n? — 1.25n + 50) oraz uklad wartosci na osi X.

Jedli interesuje nas tylko stwierdzenie czy funkcja jest liniowa czy kwadratowa, to niejednokrotnie
do wiarygodnego potwierdzenia (lub bezsprzecznego obalenia) takiej tezy wystarcza prosta analiza
danych tabelarycznych. Przykladowo, jesli chcemy sprawdzié¢ czy funkcja jest liniowa, to wystarczy
sprawdzi¢ czy dwukrotny wzrost argumentu (np. z = 10 na = = 20) powoduje w przyblizeniu
dwukrotny wzrost wartodci funkeji. Mozna to latwo przenie$é na funkcje kwadratowa (tutaj dwu-
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Rysunek 7: Linie trendu wybranych funkcji poréwnawczych

krotny wzrost  powinien powodowaé okolo czterokrotny wzrost f(z)) lub szescienny (tutaj f(2z)
powinno wynosi¢ okoto 8f(x)). Trudniej jest dla innych funkcji (np. funkcja wykladnicza) lub gdy
nie mamy odpowiedniej wartosci  (np. mamy x = 10, ale nie mamy = = 20, tylko x = 18 i z = 22).
W takich przypadkach mozna jeszcze zastosowaé zasade ogdlniejsza. Jesli nasza funkcja danych jest
g(x), a testujemy czy pasuje ona do funkcji f(x), to wystarczy dla odpowiednich par punktéw zq
oraz xg > 1 sprawdzi¢ czy zachodzi:
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Dla powyzszego przypadku (test funkcji kwadratowej, o = 22, 21 = 10) sprowadzaloby sie to
sprawdzenia czy zachodzi:
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Powyzsza metode mozna stosowaé dla wielu funkcji (oczywiscie nalezy sprawdzié to dla wiecej niz
jednej pary x, zwlaszcza ze im x blizsze zeru tym wiekszy wplyw stalych i niepewnosci zwiazanej
z dziataniem innych aplikacji komputera). Metoda ta zadziala niezaleznie od wspoélczynnika przy
najwyzszym czynniku (tzn. zaréwno dla 2%, 100022 czy 105522). Niestety nie jest odporna na stala
(tzn. 22, 22 — 1000, 22 +1000). Stala powoduje ze iloraz (np. 4 dla funkcji kwadratowej) bedzie inny
niz spodziewany. Efekt ten co prawda staje sie pomijalny dla odpowiednio wysokich wartosci x, ale
nie zawsze mozliwe jest ich uzyskanie w pomiarach.
Z kolei metoda dla wykreséw jest poréwnanie wykresu funkeji do pomocniczej funkeji (trendu).
W przeciwiefistwie do wykresu pomiarowego (ktéry jest rysowany ciagla linig lamana na podsta-
wie punktéw danych), wykres trendu zwykle rysowany jest linia wygladzona (krzywa) kreskowana
lub kropkowana. Przyklad préby okreélenia zlozonoéci dla funkeji 222 — 1.25z + 50 zostal przed-
stawiony na Rysunku 7. Przedstawione tam zostaly 4 linie trendu (liniowa, kwadratowe, szeScienna
i wykladnicza). W praktyce testuje sie w danym momencie tylko jedna klase (np. kwadratowa),
a w przypadku braku dopasowania przechodzi sie do kolejnej klasy. Formalnie celem jest takie usta-
wienie parametréw (wspoélezynniki, stala) funkeji poréwnawczej by odlegtoéé obu funkcji (najczesciej
w sensie bledu kwadratowego) byla minimalna. W praktyce chcemy by obie funkcje mialy zblizone
wartosci w centrum wykresu i mozliwie podobny ksztatt. Na podanym wykresie jedynym wyjsciem
jest funkcja kwadratowa, ewentualnie sze$cienna.
Zblizona metoda jest okreslenie funkcji ograniczajacych zadana z dotu i z géry. Np. na Rysun-
ku 8 przedstawiono funkcje liniowo-logarytmiczna oraz 2 funkcje pomocnicze: liniowa i kwadratowa.
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Rysunek 8: Linie trendu wybranych funkcji poréwnawczych

Roéznica pomiedzy funkcja liniowa i liniowo-logarytmicznag jest trudniejsza do zauwazenia, co wynika
czedciowo z zakresu osi X (réznica byla lepiej widoczna gdyby X obejmowalo kilka rzedéw wielkosci).

6 Poréwnywanie wynikow

Jesli cheemy rzetelnie poréwnywaé wyniki dziatania algorytméw (lub przynajmniej wiedzie¢ na ile
uprawnione sa wyciaganie wnioski), nalezy zwréci¢ uwage na szereg okolicznosci opisanych ponizej.

Zwykle chcemy oceniaé albo jako$é algorytméw (warto$é zwracanej funkeji celu), albo ich czas
dzialania. Zal6zmy, ze chcemy poréwnac jako$é. W takim przypadku najlepiej jesli uruchomione al-
gorytmy maja mozliwie zblizony czas dzialania. Analogicznie, jesli chcemy poréwnaé czas dzialania,
to algorytmy powinny dawaé¢ wyniki o zblizonej jakoéci. Niestety, nie zawsze jest to tatwe do uzy-
skania (szczegdlnie dla tego drugiego scenariusza). Dodatkowo, jesli badane algorytmy maja rézna
zlozono$¢ (np. jeden jest liniowy wzgledem rozmiaru problemu n a drugi kwadratowy), to dobranie
identycznego czasu jest bardzo trudne przy zmiennym n. Jesli nie uda sie ustawi¢ ,wspdélnego mia-
nownika” to moze doj$¢ do sytuacji ze jeden z algorytmdéw bedzie szybszy, ale bedzie dawal gorsze
wyniki, utrudniajac stwierdzenie ktéry algorytm jest lepszy.

Zauwazmy tez ze dla wielu algorytméw zaleznosé jakodé-czas jest specyficzna. Wzglednie du-
ze (np. kilkukrotne) zwigkszenie czasu dzialania, powoduje ograniczony (niewielki, niekiedy zaden)
wzrost jakosci wynikéw. Powyzsze zjawisko czesto uwidacznia sie przy niewlasciwym doborze para-
metrow algorytméw, powodujac jego przedwcezesna zbieznosé. Taka sytuacje do$é tatwo zdiagnozo-
wacl, sprawdzajac kiedy nastepuje ostatnia poprawa. Jesli na 10000 wykonanych iteracji poprawa
wystepuje tylko do iteracji nr 200 (czyli 98% czasu dzialania algorytmu sie marnuje), to nalezy
wprowadzi¢ zmiany w algorytmie, a w ostatecznosci skrécié¢ czas dziatania.

Przyktadowo, na Rysunku 9 przedstawiono przebieg dzialania pojedynczego uruchomienia algo-
rytmu symulowanego wyzarzania z limitem 10000 iteracji dla pewnej instancji problemu komiwo-
jazera. Niebieska linia przedstawia najlepsze znane rozwiazanie (jest wiec funkcja nierosnaca), zas
czerwona oznacza rozwigzanie aktualne. Widaé ze czesto$é wystepowania popraw jest rozna w za-
leznosci od fazy algorytmu, ale wystepuja one nawet tuz przed wykonanej wszystkich iteracji. Tego
typu wykresy dostarczaja sporo informacji o dzialaniu algorytmu, wlacznie z calkowita poprawa
(koniec algorytmu wzgledem poczatku): tutaj warto$é funkcji celu poprawita sie okoto 4-krotnie.
Zasadniczo wykonuje si¢ je jednak dla pojedynczego (przykladowego) uruchomienia algorytmu lub
dla diagnostyki. Ciezko wiec na ich podstawie wyciaga¢ ogélne wnioski o skutecznosci algorytmu.
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Rysunek 9: Aktualne i najlepsze znane rozwiazanie w przebiegu algorytmu SA

Kolejnym czynnikiem istotnym przy ocenie pracy algorytmu jest stabilno§é¢ wynikéw. Innymi
stowy, czy algorytm uruchomiony drugi raz dla tych samych danych wejsciowych (ta sama instancja
problemu) zachowa sie tak samo? W tym miejscu warto zdefiniowaé pojecie trajektorii. Podstawowa
definicja najlepiej sprawdza si¢ dla algorytmoéw typu symulowane wyzarzanie, ktére maja w danej
chwili jedno rozwiazanie (inaczej jest w przypadku algorytméw populacyjnych gdzie jednoczesnie
istnieje wiele rozwiazan). Trajektoria jest wtedy po prostu ciagiem rozwiazan, ktére algorytm od-
wiedza w trakcie swojego dzialania (czego $ladem jest np. czerwona linia na Rysunku 9. Z niej zreszta
wynika niebieska trajektoria najlepszego znanego rozwiazania).

W przypadku algorytméw deterministycznych trajektoria jest zawsze ta sama (jesli nie zmieni-
liSmy parametréw algorytmu ani danych wejSciowych), co oznacza ze jako$é algorytmu jest stabilna
(zwrécona warto$¢ funkcji celu nie zmienia sie po ponownym wykonaniu algorytmu). Podobnie jest
w kwestii czasu dzialania: jedyne réznice wynikaja z czynnikéw zewnetrznych (inne aplikacje uru-
chomione na komputerze itd.). Takie czynniki moga mieé znaczacy wplyw na pomiar czasu jesli
czas dzialania programu jest bardzo niski lub inne aplikacje aktywnie wykorzystuja czas procesora.
W innym przypadku mozna je zignorowac i zatozy¢ ze czas dzialania algorytmu jest stabilny.

Inaczej sprawa wyglada w przypadku algorytmoéw probabilistycznych, czyli takich ktére podczas
dziatania korzystaja z generatora liczb (psuedo)losowych. Jesli przy dwukrotnym uruchomieniu wy-
generowane zostang te same liczby pseudolosowe w tej samej kolejnosei (czyli generator ma to samo
tzw. ziarno) to trajektoria bedzie ta sama. Zmiana ziarna moze prowadzi¢ do zmiany trajektorii,
a w konsekwencji do zmiany wyniku. Dodatkowo, jesli warunek stopu jest nietypowy (np. przekro-
czony limit liczby iteracji od ostatniej poprawy), to zmianie moze ulec tez czas dzialania algorytmu.
7 jednej strony powyzsze zjawisko pozwala algorytmom losowym na tatwiejsze unikanie pewnych
putapek, w ktore wpadaja algorytmy deterministyczne. Z drugiej strony takie zachowanie nie jest
powtarzalne i utrudnia wyciaganie wnioskéw podczas badan.

Pierwszym, mniej skutecznym rozwiazaniem tej kwestii, jest wykazanie, ze niestabilnos¢ algoryt-
mu jest niska. W tym celu mozna zrobi¢ tzw. badania wstepne, uruchamiajac algorytm wielokrotnie
(co najmniej 5 razy) dla tych samych danych i parametréw, ale o innym ziarnie i sprawdzaniu np.
wariancji czy odchylenia standardowego wyniku (lub czasu dzialania). Jesli wykonamy to dla kilku
zestawéw danych wejsciowych/parametréw i wariancja bedzie caly czas niska, to mozna zalozy¢ ze
algorytm jest stabilny i postepowaé dalej jak dla algorytmoéw deterministycznych.



Najczesciej jednak niestabilnosé jest znaczna. W takim przypadku mozna jeszcze probowaé usta-
bilizowaé algorytm np. zwiekszajac liczbe iteracji. To jednak nie zawsze pomaga, a wydluza niepo-
trzebnie czas dzialania. Najprostszym wyjsciem, ktére zadziata praktycznie w kazdych warunkach,
lecz wymaga wiecej czasu na badania, jest uruchamianie algorytmu wielokrotnie, dla réznych zia-
ren generatora psuedolosowego. Liczba powtérzen nie powinna byé¢ mniejsza niz 10 (a na pewno
nie mniejsza niz 5). Przykladowo zal6zmy, ze dla danej instancji problemu komiwojazera i danych
parametréw algorytmu symulowanego wyzarzania uruchomiono go 10-krotnie (z réznym ziarnem)
otrzymujac nastepujace wyniki:

(110,108, 121,98, 105,120, 115, 102, 118, 105).

Interpretacji tych wynikéw nie jest do konca oczywista. Teoretycznie najlepszym wynikiem jest 98
(problem komiwojazera jest problemem minimalizacji), jednakze nie mamy pewnosci uzyskania tego
wyniku. Dopiero po pewnej liczbie prob nabedziemy odpowiednio poziom pewnosci uzyskania tak
dobrego wyniku. W uproszczeniu oznacza to, ze mozemy przyjaé¢ jako wynik wartos¢ 98, ale przy
zalozeniu, ze algorytm byl uruchamiany 10 razy, czyli wykonywal sie de facto 10 razy dluzej niz
analogiczny algorytm deterministyczny.

Mozemy zastosowaé tez mysélenie odwrotne. Najgorsza wartoscia uzyskana w tej probie jest 121.
Mozemy wiec powiedzieé, ze wynikiem jest 121, gdyz przy pojedynczym uruchomieniu nie dostanie-
my raczej (ponownie w uproszczeniu) gorszej wartosci. Czas wykonania zostaje bez zmian.

Powyzsze dwie opcje odpowiadaja w przyblizeniu analizie najgorszego i najlepszego przypadku.
Kolejng, bardzo czesto wykorzystywana opcja, jest analiza przypadku sredniego. W tym przypadku
$rednia z wyniku to 110.2 i stanowi przyblizenie (estymator) wartosci oczekiwanej. Warto$é ta mozna
uzupelni¢ odchyleniem standardowym.

UsSrednianie wynikéw wielokrotnego uruchomienia algorytmu dla tych samych danych wejscio-
wych i tych samych parametréw algorytméw jest trywialne (zwykla srednia arytmetyczna). Nawet
zmiana parametréow algorytmu nie powoduje tutaj probleméw. Inaczej moze by¢ jednak jesli zmie-
nilty sie dane wejéciowe (instancja), w szczegdlnosci jej rozmiar. Poréwnywanie ze soba wynikéw dla
instancji komiwojazera dla 10 miast oraz 100 miast nie powinno by¢ dokonywane wprost, gdy typo-
wo uzyskiwane wartosci funkcji celu beda rézne (w tym przypadku 10-krotnie). Wtedy wyniki dla
instancji rozmiaru 100 maja duzo wiekszy wplyw na wynik. Ponadto, nawet dwie instancje o tym
samym rozmiarze moga mie¢ skrajnie rézne wartosci funkcji celu (wystarczy wziaé ten sam graf dla
problemu komiwojazera i pomnozy¢ wagi wszystkich krawedzi przez np. 100).

Proba usredniania wynikéow pochodzacych z réznych instancji przy uzyciu zwyklej éredniej niesie
ryzyko, ze faktyczny charakter zjawiska zostanie znieksztalcony przez rézne ,skale” poszczegdlnych
instancji. Jednym z rozwiazan tego problemu jest normalizacja danych. Innymi stowy, wszystkie
wartosci funkcji celu uzyskane na podstawie danej instancji I powinny by¢ podzielone przez pewien
czynnik fr. Jako f; mozna wybra¢ najlepszy wynik spoéréd wszystkich uzyskanych dla instancji f;.

Rozwazmy to na przykladzie. Zalézmy ze mamy dwie instancje oznaczone A, B. Dla kazdej
instancji badano dwie wersje algorytmu rozniace si¢ parametrami, nazwijmy je wariantem « i (.
Ponadto ze wzgledu na losowy charakter algorytmu kazde uruchomienie bylo wielokrotne. Dla zwie-
zlosci zalézmy ze byly to tylko 3 powtdrzenia. Powiedzmy, ze uzyskano nastepujace wyniki:

A, = (105,91,102), Ag = (103,115, 125),
B, = (8231,7985,8315), Bj = (7923,8034, 8102),

Naszym celem jest zbadanie, ktéry zestaw parametréw, a czy 3, daje lepsze wyniki. Pobiezny wglad
w dane pokazuje ze beta jest gorsza dla instancji A, ale lepsza dla instancji B. Chcemy ten wniosek
uogdélnié, wiec liczymy érednia. Kazdy zestaw ma przypisane 6 wartosci (2 instancje razy 3 powto-
rzenia). Zastosowanie $redniej wprost da nam wynik 4138.17 dla « oraz 4067.00 dla /3, prowadzac do
wniosku ze ten drugi parametr jest nieznacznie lepszy. Jest to jednak iluzja spowodowana wigkszymi
bezwzglednymi wartosciami instancji B.



Sprébujmy teraz podejscia znormalizowanego. Najpierw dla kazdej instancji okreslamy najlepszy
dla niej wynik. Jest to 91 dla instancji A, oraz 7923 dla instancji B. Nastepnie normalizujemy wyniki
w kazdej instancji, dzielac je przez odpowiednia z tych dwdch wartosci. Wedy wartos¢ 1.0 oznacza
najlepszy uzyskany wynik dla danej instancji, a przykladowo 2.0 oznacza wynik 2 razy gorszy.

Po normalizacji (zaokraglenie do dwoch miejsc po przecinku) dane wygladaja nastepujaco.

Aq = (1.15,1.00,1.12), Ag = (1.13,1.26,1.37),
B, = (1.04,1.01,1.05), Bs = (1.00,1.01,1.02).

Teraz obliczamy Srednia z warto$ci znormalizowanych otrzymujac 1.06 dla « oraz 1.13 dla 5. Wynik
jest wiec odmienny, a réznica bardziej znaczaca.

Po przeczytaniu powyzszego przyktadu moze powstaé¢ pytanie: dlaczego w ogdle testowaé roézne
instancje problemu, skoro powoduje to problemy z ujednoliceniem i interpretacja wynikow? Otz
zwykle chcemy wykazaé ogdlna ceche algorytmu (lub jego wariantu), ktéra jest spelniona dla catego
problemu, niezaleznie od danych wejsciowych. Dlatego testowanie tylko jednej instancji dla jednego
rozmiaru problemu i uruchomionej jeden raz (w przypadku algorytméw losowych) moze zaburzyé
wyniki i doprowadzi¢ do wyciggania btednych wnioskéw.

Pokazmy to na przykladzie. Zal6zmy, ze chcemy sprawdzi¢ jaki wplyw na jakosé algorytmu
symulowanego wyzarzania dla problemu komiwojazera ma wspélczynnik chlodzenia . Warunkiem
stopu bylo przekroczenie zadanej liczby iteracji réwnej 10 000. Powiedzmy, ze wybrano nastepujace
wartosci a do zbadania:

a € {0.7,0.8,0.85,0.9,0.92,0.95,0.97,0.99,0.995, 0.999}.

Zal6ézmy teraz ze uruchomiono ten algorytm dla 3 réznych instancji, ale o tym samym rozmiarze
problemu (30 miast), kazda uruchamiajac tylko raz. Co wiecej chwilowo zal6ézmy, ze badanie prze-
prowadzono dla wezszego zakresu « € {0.85,0.9,0.92,0.95}. Wynik przedstawiono na Rysunku 10.
Wykres ten nie pozwala wyciagnaé¢ zadnego wniosku, poza tym ze wplyw « na jakos$¢ jest losowy
lub nieokreslony. Jesli poszerzymy zakres « jak pokazano na Rysunku 11, to sytuacja wyglada lepie;j.
Ogdlna zalezno$é¢ malejaca jest widoczna, ale instancje zachowuja sie kazda inaczej. Poza tym, linie
wykresu sa dalekie od gladkich, tworzac wyrazna lini¢ tamang.
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Rysunek 10: Badanie wplywu a na jakosé¢ wynikow: 3 osobne instancje, jeden rozmiar problemu,
waski zakres «

Z kolei na Rysunku 12 przedstawiono wynik w postaci jednej linii. W tym przypadku wykorzy-
stano 5 réznych rozmiaréw problemu (od 10 do 50 miast), po 10 réznych instancji na rozmiar i po
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Rysunek 11: Badanie wplywu a na jakosé wynikow: 3 osobne instancje, jeden rozmiar problemu,
szeroki zakres «

10 powtérzen na instancje. W tym przypadku wynikiem jest zadziwiajaco ,gladki” wykres, z kté-
rego wnioski sa oczywiste: wyzsze (blizsze 1) wartoSci « pozwalaja uzyskaé lepsza warto$é funkeji
celu, za$ najlepsze wyniki uzyskano dla a = 0.999. Co wiecej spadek wartosci funkcji celu wzgle-
dem o = 0.7 byl okoto 2.5-krotny. W tym przypadku réwniez mozna zastosowaé normalizacje, ze
wzgledu na stosowanie réznych instancji i rozmiaréw problemu, ale wykres po takim zabiegu byt
w zasadzie identyczny (pomijajac zmiang wartosci na osi Y). Wada takiego podejécia jest znaczna
liczba obliczen: w tym przypadku algorytm byl uruchamiany 5 x 10 x 10 x 10 = 5000 razy. Mozna
oczywiscie zmniejszy¢ rozmiar badan (np. 3 X 5 x 5 x 10 = 750 uruchomien), ale nalezy pamietaé,
ze przy malym rozmiarze préby wyniki moga zostaé¢ znieksztatcone.
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Rysunek 12: Badanie wplywu « na jako$¢ wynikow: 5 rozmiaréw problemu x 10 instancji x 10
powtorzen, szeroki zakres o

Na zakonczenie dyskusji o trajektoriach i niestabilnosci algorytméw warto zwrocié uwage na
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jeden fakt. Czasami chcemy sprawdzi¢ jak czas dzialania lub liczba iteracji algorytmu wplywa na
wyniki. W tym celu mierzymy wynik dla kilku réznych liczb iteracji (np. 100, 200, 400, 800 iteracji).
Zauwazmy, ze mozna to zrobi¢ na dwa sposoby:

1. Uruchomié¢ algorytm 4 razy, za kazdym razem zmieniajac odpowiedni parametr.

2. Uruchomié¢ algorytm raz dla 800 iteracji i zapisa¢ wartosci uzyskane dla pozostalych liczb
iteracji (100, 200, 400) w trakcie tego samego przebiegu algorytmu.

W obu przypadkach raportujemy najlepsze znane rozwiazanie.

Jedli stosujemy to samo ziarno generatora lub algorytm jest deterministyczny to oba podejscia sa
réwnowazne. Jedli jednak stosujemy rézne ziarna (i co gorsza nie stosujemy powtérzen), to czasami
podejécie pierwsze moze daé¢ pozornie niemozliwy wynik: rozwigzanie dla 400 iteracji moze by¢ lepsze
niz dla 800. Moze sie tak sta¢ jesli dla 400 i 800 iteracji wykonane zostaly inne trajektorie.
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